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1. Ising-Modell mit Néchster-Nachbar-Wechselwirkung (2+2+4 Punkte)

Betrachten Sie das Ising-Modell fiir N wechselwirkende Spins s = 1/2, wobei fiir jeden
Spin gelte

A h
S*lo) = §O'|0> mit o = +1.

Diese Spins sind auf einem Gitter angeordnet, wobei jeder Gitterplatz K néchste Nach-
barn hat (Bemerkung: K heifit Koordinationszahl des Gitters). In einem der Mikro-
zustinde {a} = {01,09,...,0n} sind die Energie £, = E und Magnetisierungsdichte
meq = m gegeben durch

N N
J
E = -3 Z Z 0i0j — h; o; mit (n.N.i) = néchster Nachbar von i,

i=1 j=(n.N.i)
1 N
m = _N ZE 1 0;.

Dabei bezeichnen J > 0 bzw. h die Wechselwirkungskonstante bzw. das externe Ma-
gnetfeld (in geeigneten Einheiten).

(a) Ndaherung von Bragg und Williams (1934):
Setzen Sie 0, = m + Aoy, Ao, := 0y — m in den Ausdruck fiir F ein und zeigen
Sie, daB E(m, N) = —N[ZKm? + hm], falls man Fluktuationsterme proportional
zu Ao; Ao vernachléssigt.

(b) Bestimmen Sie die Entropie S(m, N) = klnQ(M, N) fir fest gewéhlte E,m, N.
Hinwezs:
Esist m = M/N, M = Ny — N_, N = N, + N_ (N,: Zahl der Up-Spins, N_:
Zahl der Down-Spins) und verwenden Sie die Stirling-Formel in der Form In(N,!) ~
N,yIn N, + N, etc.

(c) Geben Sie damit die freie Energie F'(T,m, N) an und minimieren Sie F' bzgl. m.
Zeigen Sie, dafl fiir h = 0 bei einer Temperatur 7. ein Phaseniibergang m = 0 —
m # 0 stattfindet und bestimmen Sie T..
Hinweis: Es ist
I+m . 14+m 1-m_ 1-m

o o
F(T,m,N)=N —§Km — hm + kT 5 In 5 + kT 5 In 5

— bitte wenden —



2. Ising-Modell mit unendlich langreichweitiger Wechselwirkung (243 Punkte)

Nimmt man an, da} die Wechselwirkung J jeden Spin auf einem Gitter mit jedem
anderen Spin des Gitters verbindet, so lauten Energie und Magnetisierungsdichte im
Mikrozustand (o4, 09, ..., 0N)

g NN | XN
E({o:}) ——NZZ 0 — hZal und  m({o;}) = N Z
i=1 j=1 i=1 i=1
1

(a) Begriinden Sie: In der kanonischen Gesamtheit ist ((Am)?) o« & mit Am = (m —
(m)), und daher kann fir N > 1 die Energie ohne Ndherung geschrieben werden

als

E({o:}) = —hX:aZ

Wie lautet das effektive Magnetfeld h.

(b) Berechnen Sie nun (m) vermoge der kanonischen Zustandssumme und zeigen Sie,
daf das System einen magnetischen Phaseniibergang zeigt. Bestimmen Sie die zu-
gehorige Ubergangstemperatur 7).
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