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1. Variation mit Nebenbedingungen: Langrange-Multiplikator (3+2 Punkte)

Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen sind ein zentraler Aspekt vieler physikali-
scher Theorien - klassischer wie quantenmechanischer - da sich daraus i.A. der Gleichge-
wichtszustand eines Systems ergibt. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren erlaubt
eine effiziente systematische Behandlunng derartiger Probleme, wie es in dieser Auf-
gabe beispielhaft an zwei Klassikern – eine klassische und eine quantenmechanische
Fragestellung – illustriert werden soll.

(a) Betrachten Sie ein Seil der Länge L > d mit homogener Massendichte ρ = M/L
welches an zwei Punkten, deren Abstand auf der x-Achse d beträgt, befestigt ist.
Das Koordinatensystem sei so gewählt, dass das Seil komplett in der xz-Ebene
liegt. Dementsprechend kann die Lage des Seils durch die Funktion z(x) mit x ∈
[−d/2, d/2] beschrieben werden. Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage z̄(x) des
Seils im Schwerefeld (Erdbeschleunigung g).

(b) Bestimmen Sie das Minimum E0 des Energiefunktionals E[|ψ〉] = 〈ψ|Ĥ|ψ〉 unter
der Nebenbedingung 〈ψ|ψ〉 = 1 für einen Hamiltonoperator Ĥ, der die Energieei-
genzustände |α〉 hat, d.h. es gilt Ĥ|α〉 = Eα|α〉.
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